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O avanc¸o da cieˆncia nos dias atuais depende fortemente do ca´lculo nume´rico, devido a` possibi-
lidade de se obter soluc¸o˜es atrave´s de simulac¸o˜es que seriam invia´veis, ou mesmo imposs´ıveis, de
serem obtidas analiticamente. Nesse aspecto, torna-se de grande importaˆncia dominar as ferramen-
tas fundamentais de ca´lculo nume´rico aplicadas a alguma linguagem de programac¸a˜o, como por
exemplo, da programac¸a˜o em Fortran. Neste trabalho apresentamos alguns conceitos ba´sicos de
Fortran 77 e mostramos como estes podem ser aplicados a` sistemas f´ısicos, no intuito de oferecer
um primeiro contato, um guia, a` esta linguagem de programac¸a˜o. Apresentamos a construc¸a˜o de
rotinas que modelam o comportamento do sistema massa-mola, de func¸o˜es trigonome´tricas e de
um sistema mais complexo, o mapa padra˜o. Apresentamos uma discussa˜o sobre a aprendizagem
significativa envolvendo os conceitos f´ısicos e a programac¸a˜o em Fortran.
Palavras-chave: Computac¸a˜o aplicada, F´ısica computacional, Aprendizagem Significativa.
Nowadays the Science progress depends on the numerical calculus, due to the possibility of
obtention of solutions using simulations which would be impracticable, or even impossible, to be
analitically obtained. In this aspect, it becomes important to dominate the fundamental tools
of numerical calculus applied to some programming language, Fortran for example. In this work
we presented few basic concepts of the Fortran 77. We show how this concepts can be applied
in the simulation and analysis of physical systems, trying to offer a first contact, a guide, with
this programming language. We presented the construction of routines that model the behavior of
spring-mass system, trigonometric functions and a more complex system, the standart map. We
presented a discussion about meaningful learning involving physical concepts and programming in
Fortran.
Keywords: Applied computing, Computational physics, Meaningful Learning.
I. INTRODUC¸A˜O
Diversas a´reas da f´ısica e matema´tica utilizam o ca´lculo
nume´rico para visualizar a soluc¸a˜o de equac¸o˜es simples ou
ate´ mesmo para verificar o comportamento de equac¸o˜es
diferenciais lineares e na˜o-lineares. Para esses fins exis-
tem diversos programas que oferecem boa abordagem
pra´tica como o Maple, Mathematica, Octave, Pyton,
Fortran (costumeiramente escrito como FORTRAN), en-
tre outros. Alguns dos programas citados, sa˜o exclusi-
vos de programac¸a˜o nume´rica, como o FORTRAN. Ou-
tros dispo˜em de mais func¸o˜es, como o ca´lculo anal´ıtico,
caso do Maple e do Mathematica. Muitos pesquisadores,
em diversas a´reas da f´ısica, utilizam atualmente a pro-
gramac¸a˜o em FORTRAN 77, FORTRAN 90 ou C++,
principalmente por se tratarem de ferramentas gratuitas
e amplamente difundidas nessas a´reas.
A linguagem de programac¸a˜o FORTRAN surgiu em
1953, com a proposta de J. Backus como a primeira lin-
guagem de alto n´ıvel usada para programac¸a˜o de compu-
tadores [1]. Apenas em 1957 foi liberado o compilador
para esta linguagem de programac¸a˜o. O nome FOR-
TRAN vem das palavras FORmula TRANslation, que
indicam a transic¸a˜o de fo´rmulas matema´ticas em ligua-
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gem de computadores. Diversos aprimoramentos surgi-
ram nos anos seguintes e foram chamados de FORTRAN
II em 1958, FORTRAN IV em 1961, FORTRAN 77 em
1977 e FORTRAN 90 em 1990. Outras verso˜es inter-
media´rias tambe´m foram lanc¸adas, mas na˜o citadas aqui,
assim como a u´ltima versa˜o de 2008. Apesar da evoluc¸a˜o
dos compiladores FORTRAN, e tambe´m do surgimento
de outras linguagens de programac¸a˜o bastante funcionais,
boa parte dos algoritmos utilizados em pesquisas de base
continuam sendo implementados em FORTRAN 77.
O estudante de graduac¸a˜o em f´ısica, costumeiramente,
e´ apresentado a`s necessidades de simulac¸a˜o computacio-
nal no decorrer de programas de iniciac¸a˜o cient´ıfica. Com
isto, geralmente nos primeiros passos deste aprendizado,
o estudante segue de forma autodidata e na˜o muito efi-
ciente. Muitas vezes, ele utiliza material dida´tico inade-
quado ou ultrapassado. O objetivo deste trabalho e´ pro-
piciar uma aprendizagem mais significativa oferecendo
uma introduc¸a˜o a` ana´lise computacional de problemas
f´ısicos. Busca-se despertar o interesse pelo estudo da
f´ısica e da simulac¸a˜o de sistemas f´ısicos em linguagem
FORTRAN. O presente estudo tem como norteador o
cara´ter introduto´rio e aplicado a` f´ısica, sem a intenc¸a˜o de
aprofundar em temas espec´ıficos de programac¸a˜o. Para
maiores detalhes da linguagem de programac¸a˜o, como
Constantes lo´gicas, Operadores lo´gicos, Extrutura con-
dicional, o leitor deve procurar o livro da refereˆncia [1]
ou manuais dispon´ıveis na internet. O objetivo desse
2trabalho e´ mostrar que com conceitos ba´sicos de pro-
gramac¸a˜o pode-se evoluir no entendimento de fenoˆmenos
f´ısicos. Nossos estudo e´ baseado na Linguagem de pro-
gramac¸a˜o FORTRAN 77.
Este artigo esta´ divido em sete sec¸o˜es. Na primeira
sec¸a˜o (I) temos a introduc¸a˜o. Na sec¸a˜o (II) apresenta-
remos uma introduc¸a˜o aos conceitos da liguagem FOR-
TRAN 77 e seus principais comandos. Na sec¸a˜o (III) sa˜o
apresentados alguns exemplos f´ısicos de mecaˆnica. Na
sec¸a˜o (IV) apresentamos o rotor pulsado que da´ origem ao
Mapa Padra˜o ou Mapa de Chirikov-Taylor. Apresenta-se
uma discussa˜o sobre aprendizagem significativa na sec¸a˜o
(V). As concluso˜es esta˜o na sec¸a˜o (VI) e por fim, os agra-
decimentos na sec¸a˜o (VII).
II. INTRODUC¸A˜O A` LINGUAGEM FORTRAN
O FORTRAN 77 (para simplificar, utilizaremos o
termo “Fortran” para falar desta versa˜o do FORTRAN)
apresenta algumas fases essenciais para a sua utilizac¸a˜o
em problemas f´ısico-matema´ticos de forma nume´rica, da-
das pela sequeˆncia de etapas: 1 - Modelagem do pro-
blema; 2 - Desenvolvimento de um algoritmo; 3 - Im-
plementac¸a˜o do algoritmo para a linguagem de pro-
gramac¸a˜o; 4 - Processamento do programa pelo compu-
tador e 5 - Ana´lise dos resultados.
A etapa (1) trata da descric¸a˜o detalhada e completa do
problema a ser abordado pelo algoritmo, como a soluc¸a˜o
de uma integral ou de uma equac¸a˜o diferencial, expli-
citando quais os resultados esperados. A etapa (2) diz
respeito a` elaborac¸a˜o dos passos a serem adotados para
chegar aos resultados. Na sequeˆncia, o algoritmo do pro-
blema e´ implementado na linguagem de programac¸a˜o du-
rante a etapa (3), ou seja, transcrever seu problema em
comandos ordenados para ca´lculo nume´rico. A quarta
etapa se da´ atrave´s da compilac¸a˜o e execuc¸a˜o do pro-
grama (4), ou seja, a conversa˜o do algoritmo em lingua-
gem de ma´quina ou computador e do ca´lculo propria-
mente dito. Por fim, os resultados da simulac¸a˜o sa˜o ana-
lisados na etapa (5), extrai-se novas informac¸o˜es quanti-
tativas e qualitativas do problema tratado e verifica-se a
coereˆncia destas informac¸o˜es com o conhecimento pre´vio
do sistema.
Existem alguns comandos ba´sicos da linguagem For-
tran que devem ser apresentados inicialmente. Va-
mos, de inicio, escrever os nu´meros inteiros de 1 ate´ 10
em sequeˆncia. Primeiramente atribu´ımos um nome ao
co´digo, por exemplo “sequencia”, sem acento. O Fortran
na˜o faz distinc¸a˜o entre letras maiu´sculas e minu´sculas,
por isso e´ indiferente escrever “sequencia” ou “SEQUEN-
CIA”, no entanto os acentos na˜o sa˜o caracteres aceitos
pelo compilador A linguagem exige que as 6 primeiras
casas, ou colunas, do editor de texto onde sera´ escrito o
co´digo, sejam destinadas a nu´meros com informac¸o˜es de
repetic¸a˜o, por isso o programa deve comec¸ar na se´tima
casa.
Na realidade o compilador recebe a informac¸a˜o das 80
primeira colunas do editor, sendo que destas, as colunas
de 1 a` 5 sa˜o destinadas aos nu´meros que funcionam como
ro´tulos dos comandos ou de declarac¸o˜es, quando usados.
Caso o autor do co´digo deseje inserir um comenta´rio ao
longo dos comandos, ele ira´ inserir o caractere “c” na
primeira coluna do editor. Com isto, o compilador ira´
ignorar todas as linhas cuja primeira coluna contenha
este caractere no momento em que for convertido em um
programa executa´vel. A coluna 6 e´ utilizada para indicar
a continuac¸a˜o da linha anterior e as colunas de 7 a 72
contera˜o as declarac¸o˜es do co´digo. As colunas de 73 a 80
sa˜o ignoradas pelo compilador.
Todos os comandos da linguagem sa˜o na l´ıngua Inglesa,
por isso iniciamos com a palavra “program” seguido do
nome do co´digo a ser escrito. Os espac¸os entre as palavras
sa˜o ignorados quando o co´digo for compilado. Abaixo
temos o comec¸o do co´digo com as colunas marcadas e o
nome do programa.
123456program sequencia
Completando o co´digo temos
program sequencia
integer i
do i=1,10
write(*,*) i
enddo
end
Na primeira linha temos o in´ıcio do co´digo e o nome. Na
segunda linha a declarac¸a˜o da varia´vel i como sendo um
nu´mero inteiro. Na terceira o in´ıcio da contagem com
o comando do, fazendo com que i varie de 1 ate´ 10 em
uma unidade inteira. Escreveremos os comandos em ne-
grito para maior destaque e deixamos o espac¸o das seis
colunas, sem que a contagem dos seis nu´meros aparec¸am,
propositalmente para que o leitor sempre se atente a esse
espac¸o utilizado pelo programa. Na linha seguinte, pedi-
mos para o programa escrever na tela os nu´meros atrave´s
do comando write e fechamos esta sequeˆncia com o co-
mando enddo. Por fim, na linha seguinte, fechamos o
programa com um end. Como vimos, utilizamos seis li-
nhas para executar nosso ca´lculo. Cada linha deve conter
um comando diferente conforme a necessidade. O resul-
tado na tela sera´:
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
O co´digo deve ser salvo como um arquivo com extensa˜o
“.f”, que indica ao computador que se trata de um pro-
grama em Fortran. Exemplo: “seq.f”.
3Esse exemplo expressa a maneira de evoluir a varia´vel
em unidades. Caso se queira que a evoluc¸a˜o de uma
varia´vel tenha um comportamento pro´ximo do cont´ınuo,
basta somarmos nu´meros reais arbitrariamente pequenos
antes de cada comando de impressa˜o de seu valor na tela.
Isso pode ser expresso no co´digo para encontrar o com-
portamento gra´fico das func¸o˜es Seno, Cosseno, Tangente,
Secante, Cossecante e Cotangente, como mostra o co´digo
a seguir.
program atrigo
real*8 y1,y2,y3,y4,y5,y6,x,xf,passo
open(1,file=’sen.dat’)
open(2,file=’cos.dat’)
open(3,file=’tg.dat’)
open(4,file=’cossec.dat’)
open(5,file=’sec.dat’)
open(6,file=’cotg.dat’)
pi=4.d0*datan(1.d0)
x=0.01d0
xf=2.d0*pi
passo=0.05d0
1 if(x.le.xf)then
y1=dsin(x)
y2=dcos(x)
y3=dtan(x)
y4=1.d0/y1
y5=1.d0/y2
y6=1.d0/y3
write(1,*) x,y1
write(2,*) x,y2
write(3,*) x,y3
write(4,*) x,y4
write(5,*) x,y5
write(6,*) x,y6
x=x+passo
goto 1
endif
end
A primeira linha inicia ao co´digo e lhe atribui um
nome. Na segunda linha sa˜o definidas as varia´veis
reais, com precisa˜o dupla de 15 casas decimais (ex:
1,234567891234567), mas aparece na tela apenas 9 ca-
sas (ex: 1,234567891). Da terceira ate´ a oitava linha
sa˜o abertos arquivos que ira˜o armazenar os dados gera-
dos pelo programa. Isto e´ feito com o comando open,
atribuindo-se um nu´mero para o arquivo, para controle
do programa e um nome externo com a extensa˜o .dat.
Na linha nove esta´ o comando datan(1.d0), que re-
presenta o arcotangente de 1 (arctg(1)). Este comando
multiplicado por 4 fornece o valor nume´rico de pi. A letra
”d”indica a utilizac¸a˜o de dupla precisa˜o.
Na sequeˆncia sa˜o atribu´ıdos valores para o x inicial
(x = 0, 01) e x final xf = 2pi. A letra d seguida do
nu´mero 0 indicam que o nu´mero e´ real e com dupla pre-
cisa˜o, tambe´m indica que todas as casas decimais de-
vem ser nulas ate´ que se complete a precisa˜o ma´xima da
varia´vel. A separac¸a˜o decimal deve ser feita atrave´s do
ponto na linguagem de computador (como em Ingleˆs).
A falta dessa descric¸a˜o (d0) traz impreciso˜es que podem
ser acumulativas nas casas decimais subsequentes a`s seis
primeiras.
Na linha 12 temos a definic¸a˜o do tamanho do passo
considerado entre dois pontos consecutivos. Na linha 13
iniciamos uma verificac¸a˜o, uma tomada de decisa˜o. Apa-
recem os comandos if (se) e then (enta˜o) e o operador de
relac¸a˜o le. O operador relacional le determina se o va-
lor da varia´vel a` esquerda do operador e´ menor ou igual
ao valor da varia´vel a` direita e tem significado literal
“menor ou igual” (less or equal). Existem ainda os ope-
radores de relac¸a˜o lt “menor”, ge “maior ou igual” e gt
“maior”. Nas linhas de 14 a` 19 calculamos as func¸o˜es
trigonome´tricas utilizando os comandos ja´ existentes no
Fortran para o Seno, Cosseno e Tangente, que intrinsi-
camente sa˜o reais. Nas linha de 20 a` 25 escrevemos o
resultado do ca´lculo em seis arquivos. Na linha 26 faze-
mos a soma de nu´meros reais, acrescentando ao x inicial
x = 0, 01 mais passo = 0, 05. Na linha 27 utiliza-se o co-
mando goto 1 para que o programa retorne ate´ o nu´mero
1 na linha 13 para verificar a relac¸a˜o entre x e xf , inici-
ando a pergunta se x e´ menor ou igual que o xf . Caso
a resposta seja positiva, o co´digo executa o ca´lculo nova-
mente, caso contra´rio o programa avanc¸a para a linha 28
para o fechamento da pergunta com endif e finalizac¸a˜o
do co´digo com end, na linha 29.
Na figura (1) e (2), temos o resultado do co´digo atrigo,
expresso atrave´s de gra´ficos. Estes foram gerados com
os dados dos arquivos de sa´ıda definidos no co´digo. Na
figura (1) esta˜o as func¸o˜es Cosseno g(x) = cos(x) (na
cor preta com pontos na forma de losaˆngulos), Seno
f(x) = sen(x) (na cor vermelha com pontos em forma
de triaˆngulos) e Tangente h(x) = tg(x) (na cor azul com
pontos na forma de c´ırculos). No programa h(x) = tg(x)
e´ escrito em ingleˆs h(x) = tan(x). No gra´fico expressa-
mos f(x), g(x) e h(x) simplesmente por f(x). As func¸o˜es
esta˜o delimitadas no eixo x de 0 ate´ 2pi e no eixo y de
−1, 5 ate´ 1, 5. Na figura (2) temos o gra´fico das func¸o˜es
Cossecante g(x) = cossec(x) (na cor preta com pontos
na forma de losaˆngulos), Cotangente f(x) = cotg(x) (na
cor vermelha com pontos em forma de triaˆngulos) e Se-
cante h(x) = sec(x) (na cor azul com pontos na forma
de c´ırculos) pela varia´vel x.
III. APLICAC¸O˜ES EM FI´SICA: MECAˆNICA
A. Movimento de um corpo sob ac¸a˜o de forc¸a
externa
Comec¸aremos com a modelagem de uma part´ıcula de
massa m, movendo-se sob a ac¸a˜o de uma forc¸a F que
gera uma acelerac¸a˜o a. Sabendo que a part´ıcula possui
posic¸a˜o inicial x0 e velocidade inicial v0, as equac¸o˜es que
regem o movimento desse corpo sa˜o [2]:
x = x0 + v0t+
at2
2
, v = v0 + at, (1)
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Figura 1. Gra´fico das func¸o˜es Cosseno g(x) = cos(x) (na cor
preta com pontos na forma de losaˆngulos), Seno f(x) = sen(x)
(na cor vermelha com pontos em forma de triaˆngulos) e Tangente
h(x) = tg(x) (na cor azul com pontos na forma de c´ırculos).
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Figura 2. Gra´fico das func¸o˜es Cossecante g(x) = cossec(x) (na
cor preta com pontos na forma de losaˆngulos), Cotangente f(x) =
cotg(x) (na cor vermelha com pontos em forma de triaˆngulos) e Se-
cante h(x) = sec(x) (na cor azul com pontos na forma de c´ırculos).
para (x) posic¸a˜o e (v) velocidade em um instante de
tempo (t) e
F = ma, (2)
para a relac¸a˜o entre a forc¸a F , a massa e a acelerac¸a˜o.
Esse tipo de movimento e´ chamado de movimento re-
til´ıneo uniformemente variado (MRUV) por manter uma
acelerac¸a˜o constante fazendo com que a velocidade varie
uniformemente [2].
A interpretac¸a˜o destas equac¸o˜es podem ser mais fa-
cilmente obtidas atrave´s dos seus respectivos ca´lculos
nume´ricos em Fortran, como segue abaixo.
program MRUV
real*8 x0,v0,a,t,tfinal,passo,x,v
real*8 m,F
open(unit=1,file=’posi.dat’,
$ status=’unknown’)
open(unit=2,file=’veloci.dat’,
$ status=’unknown’)
x0=1.d0
v0=1.d0
m=1.d0
F=10.d0
a=F/m
t=0.d0
tfinal=10.d0
passo=0.2d0
1 if(t.lt.tfinal)then
x=x0+v0*t+(a*(t**2))/2
v=v0+a*t
write(1,*) t,x
write(2,*) t,v
t=t+passo
goto 1
endif
end
No co´digo acima, temos o nome do programa na pri-
meira linha. Na segunda e terceira linhas e´ feito a de-
finic¸a˜o das varia´veis e constantes quanto a` sua natureza,
sendo todas elas varia´veis de nu´meros reais para este caso
[3]. O comando real*8 denota essa informac¸a˜o.
Na quarta linha temos o comando open, que gera um
arquivo de sa´ıda onde sera˜o impressos os pontos com
informac¸a˜o da posic¸a˜o da part´ıcula a cada instante de
tempo, seguido pela unidade a ser alocada dentro do pro-
grama unit=1. O nome do arquivo onde sera˜o inseridos
os dados e´ posi.dat, onde “dat” e´ a extensa˜o para arqui-
vos com tabelas nume´ricas geralmente interpretados por
programas de ana´lise gra´fica, como o Gnuplot ou Xm-
Grace. Este arquivo sera´ criado na pasta que conte´m
o co´digo de execuc¸a˜o. O status=unknown, na linha
abaixo, diz ao programa que ele precisa criar um arquivo
ou escrever sobre esse arquivo ja´ existente. Note que na
linha do status existe o s´ımbolo $, que representa a con-
tinuac¸a˜o da linha anterior.
Nas linhas 6 e 7 abrimos mais um arquivo para os dados
referentes a` velocidade da part´ıcula. Nas linhas de 8 a 11
inserimos os valores nume´ricos das constantes: posic¸a˜o
inicial (x0 = 1), velocidade inicial (v0 = 1), massa
da part´ıcula (m = 1) e forc¸a que atua sobre a mesma
(F = 10). Numericamente na˜o existem unidades, mas
sabemos que num sistema f´ısico as grandezas acima sa˜o
expressas em Metro (m), Metro por Segundo (m/s), Qui-
lograma (kg) e Newton (N), respectivamente. Na linha
12 encontramos escrito a equac¸a˜o (2) da forc¸a de maneira
que se obtenha a acelerac¸a˜o da part´ıcula. Na linha 13 te-
mos a definic¸a˜o do tempo inicial (t = 0.d0) e do tempo
final na linha 14 (tfinal = 10.d0). Na linha 15 o tama-
nho do passo que determina o incremento de tempo entre
dois pontos consecutivos do tempo (passo = 0.2d0).
Na linha 16 excutamos uma pergunta utilizando os co-
mandos if (literalmente “se”) e then (“enta˜o”), na per-
5gunta: “Se t e´ menor que o t final, enta˜o. A varia´vel
t assume os valores correspondentes ao tempo transcor-
rido desde o in´ıcio do movimento da part´ıcula. Os co-
mandos if e then esta˜o relacionados a`s tomadas de de-
ciso˜es em Lo´gica Matema´tica, onde simbolicamente tem-
se (a→ b), com significado “se a, enta˜o b” [3, 4].
Na linha 17 atribui-se a` varia´vel x o valor da posic¸a˜o
da part´ıcula a cada instante de tempo t utilizando-se da
equac¸a˜o de movimento do M. R. U. V., das equac¸o˜es (1),
enquanto na linha seguinte atribui-se a` varia´vel v o valor
da velocidade a cada instante de tempo. Nas linhas 19
e 20 escreve-se os valores das varia´veis t e x para cada
instante no arquivo ’posi.dat’ e as varia´veis t e v a cada
instante no arquivo ’veloci.dat’.
Acrescentamos a` varia´vel t um incremento no valor de
0, 2 atrave´s da atribuic¸a˜o t=t+passo. Em seguida, o
co´digo retorna a marcac¸a˜o 1, com o comando goto “va´
para”, para repetir a pergunta na linha 16. Quando t
atingir o maior valor poss´ıvel, mas menor que tfinal, a
sentenc¸a lo´gica entre pareˆnteses, apo´s o comando if, dei-
xara´ de ser verdadeira e a repetic¸a˜o dentro da estrutura
deixara´ de ser executada. Fecha-se essa pergunta com o
comando endif (linha 23) e finalmente, fecha-se o co´digo
na linha 24 com o comando end (“fim”).
Na figura (3) podemos ver o gra´fico da posic¸a˜o da
part´ıcula em func¸a˜o dos instantes de tempo calculados
pelo programa para diferentes valores de forc¸a a` qual ela
esta´ submetida. A curva em cor preta (linha preta e
pontos em forma de losaˆngulo) representa a posic¸a˜o em
func¸a˜o do tempo para a forc¸a igual a 1 (F = 1). A forc¸a
F = 3 esta´ em vermelho com pontos triangulares. Para
F = 5 temos linhas na cor azul e pontos circulares. Para
F = 7 a linha e´ marrom e pontos em forma de mais (+)
e para F = 10, linha amarela com pontos em forma de
aster´ısco.
As curvas da figura (3) mostram que a posic¸a˜o da
part´ıcula varia no tempo com um comportamento de
uma func¸a˜o polinomial de grau 2, ou quadra´tico com ace-
lerac¸a˜o positiva (curva voltada para cima).
A figura (4) apresenta o gra´fico da velocidade da
part´ıcula em func¸a˜o do tempo com diferentes valores de
forc¸a. Esta figura apresenta o mesmo sistema de pontos
e cores da figura (3) (F = 1, Preta; F = 3, Vermelha;
F = 5, Azul; F = 7, Marron; F = 10, Amarela).
As retas da figura (4) mostram que a velocidade da
part´ıcula varia no tempo com um comportamento de uma
func¸a˜o polinomial de grau 1, ou linear com acelerac¸a˜o
positiva (reta voltada para cima).
B. Energia Mecaˆnica
Um dos conceitos mais fundamentais, quando inicia-se
o estudo de f´ısica, e´ a Energia Mecaˆnica. A conservac¸a˜o
desta energia serve de base para a ana´lise de inu´meros
fenoˆmenos e para a verificac¸a˜o da validade de muitas teo-
rias.
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Figura 3. Gra´fico da posic¸a˜o em func¸a˜o do tempo para diferentes
valores de forc¸a. A curva em cor preta (linha preta e pontos em
forma de losaˆngulo) representa a posic¸a˜o em func¸a˜o do tempo para
a forc¸a igual a 1 (F = 1). A forc¸a F = 3 esta´ em vermelho com
pontos triangulares. Para F = 5 temos linhas na cor azul e pontos
circulares. Para F = 7 a linha e´ marron e pontos em forma de
mais (+) e para F = 10, linha amarela com pontos em forma de
aster´ısco.
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Figura 4. Gra´fico da velocidade em func¸a˜o do tempo para dife-
rentes valores de forc¸a. A curva em cor preta (linha preta e pontos
em forma de losaˆngulo) representa a posic¸a˜o em func¸a˜o do tempo
para a forc¸a igual a 1 (F = 1). A forc¸a F = 3 esta´ em vermelho
com pontos triangulares. Para F = 5 temos linhas na cor azul e
pontos circulares. Para F = 7 a linha e´ marron e pontos em forma
de mais (+) e para F = 10, linha amarela com pontos em forma
de aster´ısco.
O aluno que esta´ iniciando seus estudos em f´ısica pre-
cisa de uma introduc¸a˜o detalhada sobre esse conceito,
por isso vamos comec¸ar com o sistema mais simples apre-
sentado nos livros textos ba´sicos: o sistema massa-mola
[2]. Este sistema e´ composto por um bloco, de massa
(m), preso a uma mola de constante ela´stica (k) em uma
superf´ıcie sem atrito, como mostra a figura (5). Esse sis-
tema tem energia cine´tica (K) (K maiu´sculo, represen-
tando a palavra “Kinetics”, que significa “Cine´tica” em
6ingleˆs), atribu´ıda ao movimento restrito do bloco, pro-
porcional a` sua massa e a sua velocidade ao quadrado. A
energia potencial (U) refere-se a` compactac¸a˜o ou estica-
mento da mola. Esta energia pode ser transferida para o
bloco convertendo-se em movimento. A energia potencial
do bloco, depende da constante da mola e da distaˆncia
ao quadrado em relac¸a˜o a` posic¸a˜o de equil´ıbrio esta´tico
ou de repouso. A constante k (k minu´sculo) e´ um valor
espec´ıfico que depende do tipo de material do qual a mola
e´ feita e lhe da´ maior ou menor resisteˆncia a` compressa˜o
(esticamento). Por isso, essa informac¸a˜o e´ essencial para
saber quanta energia potencial o corpo ira´ adquirir e em
quanto movimento ira´ se transformar.
k
m
Figura 5. Sistema massa-mola. Bloco de massa m e constante
ela´stica k. Os trac¸os em diagonal no solo representam o cha˜o sem
atrito.
A energia cine´tica e a potencial podem ser escritas
como
K =
1
2
mv2, U =
kx2
2
. (3)
De forma simples, a soma das duas energias, K e U ,
da˜o origem a chamada Energia Mecaˆnica (E). Aqui ado-
tamos as nomenclaturas mais usuais para K, U e E, ou-
tros s´ımbolos podem ser encontrados dependendo da bi-
bliografia consultada, como por exemplo: Ec, para ener-
gia cine´tica ou Ep para energia potencial e Em, para
energia mecaˆnica.
Dessa forma, a energia mecaˆnica e´ escrita ma-
tema´ticamente como
E =
1
2
mv2 +
kx2
2
, (4)
E = K + U. (5)
Utilizando o gra´fico destas treˆs energias, percebe-se
que as energias cine´tica, potencial ela´stica e mecaˆnica
possuem uma relac¸a˜o entre si. A visualizac¸a˜o desse
gra´fico auxilia muito no entendimento do conceito das
treˆs energias e faz com que o aluno crie conexo˜es entre
o gra´fico, o conceito e as equac¸o˜es. Essa abordagem e´
parte integrante da aprendizagem no que diz respeito ao
desenvolvimento cognitivo em f´ısica.
Outro mecanismo de fixac¸a˜o do conceito e das equac¸o˜es
e´ a construc¸a˜o do co´digo que simula o sistema. Assim o
aluno entende a lo´gica que envolve o conceito f´ısico. Tal
co´digo em Fortran e´ apresentado a seguir.
program mola
real*8 x,a,U,K,E,xfinal,passo
open(unit=1,file=’u1.dat’,
$ status=’unknown’)
open(unit=2,file=’k1.dat’,
$ status=’unknown’)
open(unit=3,file=’e1.dat’,
$ status=’unknown’)
x=-3.d0
xfinal=3.2d0
passo=0.2d0
a=5.d0
E=22.5d0
1 if(x.lt.xfinal)then
U=(a*(x**2))/2.d0
K=E-U
write(1,*) x,U
write(2,*) x,K
write(3,*) x,E
x=x+passo
goto 1
endif
end
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Figura 6. Gra´fico das energias cine´tica (em vermelho com pon-
tos em losaˆngulo), mecaˆnica (em azul com com pontos circulares)
e potencial (em preto com pontos triangulares), relacionadas ao
movimento harmoˆnico simples.
Apresentam-se os mesmos comandos ba´sicos para
in´ıcio de co´digo, como feito nos co´digos anteriores.
Atribui-se nome ao programa (linha 1), define-se as
varia´veis reais (linha 2), nas linhas de 3 a` 8 abrimos ar-
quivos externos que recebera˜o os valores de energia po-
tencial, energia cine´tica e mecaˆnica respectivamente. A
varia´vel principal nesse programa e´ a posic¸a˜o (x). Esta-
belecemos uma posic¸a˜o inicial x = −3 e final xfinal =
73, 2 com passo de variac¸a˜o de 0, 2. A Energia mecaˆnica
total foi fixada em E = 22, 5 e a constante da mola tendo
valor k = 5 (“k” foi chamado de “a” no co´digo, pois ja´
utilizou-se “K” para denotar a energia cine´tica). Nota-
se que na˜o e´ necessa´rio saber a velocidade (v) da massa
(m), pois a energia cine´tica e´ obtida atrave´s da diferenc¸a
entre a energia mecaˆnica e a potencial em cada posic¸a˜o.
A conservac¸a˜o de energia pode ser utilizada por queˆ o
sistema e´ conservativo [2, 5]. Esse procedimento e´ feito
atrave´s da equac¸a˜o (5), na linha 16 do co´digo. Dessa
forma, temos da energia mecaˆnica (linha 13) constante,
o ca´lculo da energia potencial na linha 15 e a energia
cine´tica na linha 16.
A variac¸a˜o dos valores assumidos pela varia´vel x se da´
na linha 20, enquanto a verificac¸a˜o de que ela ainda pos-
sui valor inferior ao ma´ximo estabelecido (xfinal) esta´
expresso na linha 14. Para a primeira verificac¸a˜o, o pro-
grama compara os valores de x = −3 com xfinal = 3, 2.
Enta˜o (then) ele continua e realiza todos os ca´lculos so-
licitados chegando a` linha 20 que adiciona 0, 2 a` posic¸a˜o
x e passa ao pro´ximo comando goto 1 que determina a
execuc¸a˜o do programa a retornar ao nu´mero 1 anterior fi-
xado na linha 14. Dessa forma, criamos uma conta c´ıclica
(um “loop”) ate´ atingirmos o valor suficientemente alto
para a varia´vel de posic¸a˜o x.
A figura (6) mostra a representac¸a˜o gra´fica resultante
do co´digo mola. Sa˜o apresentadas as treˆs energias do
sistema em func¸a˜o da posic¸a˜o da massa. A energia po-
tencial (linha preta com pontos triangulares) comec¸a com
um valor total de 22, 5, na posic¸a˜o x = −3 e diminui ate´
atingir o valor mı´nimo U = 0 em x = 0. Ela retorna a
aumentar ate´ o valor inicial em x = 3. O comportamento
da energia cine´tica (linha vermelha com pontos em forma
de losaˆngulos) e´ o inverso. Esta energia inicia com valor
K = 0 e aumenta ate´ o K = 22, 5 em x = 0, exatamente
na posic¸a˜o em que a energia potencial e´ zero. Com o au-
mento dos valores da varia´vel x, K dimunui ate´ atingir
zero novamente. Esse comportamento ocorre por causa
da massa presa a` mola. Quando comprimimos (estica-
mos) a mola (entende-se que a massa esta´ presa a` mola)
o sistema tem energia potencial ma´xima. Quando libera-
mos a massa, essa energia e´ transformada em movimento
e a energia cine´tica apresenta valores na˜o nulos. Como a
energia mecaˆnica (linha azul com pontos circulares) e´ a
soma das duas outras energias ela se mante´m constante
durante todo o tempo, como e´ de se esperar num sistema
conservativo.
IV. DINAˆMICA NA˜O-LINEAR
A. O Rotor Pulsado
A Teoria do Caos apresenta diversos fenoˆmenos em
f´ısica e matema´tica, que ja´ sa˜o amplamente estudados
por diversos pesquisadores, mas que ainda deixam lei-
gos muito intrigados. A dinaˆmica cao´tica esta´ presente
em problemas na a´rea chamada de Dinaˆmica Na˜o-linear
ou de Sistemas Dinaˆmicos Cao´ticos. Certos fenoˆmenos
sa˜o bem comuns, como os Fractais, Atratores cao´ticos
(que possuem relac¸a˜o com o que se conhece como efeito
borboleta), O´rbitas perio´dicas e cao´ticas e Expoentes de
Lyapunov [5–8]. Para introduzir esse tema na lingua-
gem Fortran apresentaremos o Mapa Padra˜o, ou Mapa
de Chirikov-Taylor [9], que e´ resultado da discretizac¸a˜o
das equac¸o˜es de movimento do Rotor pulsado.
O rotor pulsado e´ um sistema dinaˆmico composto por
uma haste que pode girar em torno de um eixo apo´s so-
frer ac¸a˜o de uma forc¸a. Consideremos uma haste, de
comprimento L, com uma extremidade fixa de modo que
a mesma possa fazer o movimento de rotac¸a˜o sobre esse
eixo, como apresentado na figura (7).
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Figura 7. Haste com eixo de rotac¸a˜o (Rotor pulsado) com compri-
mento L sob ac¸a˜o de um forc¸a F , que a faz rotacionar angularmente
em θ.
Sobre esse sistema atua uma forc¸a F que depende de
um campo gravitacional g. A forc¸a oscila com o tempo
(t) e pode ser escrita como um somato´rio de pulsos da
forma
F (t) = f
∞∑
n=−∞
δ(t− nT ). (6)
Nesta equac¸a˜o, T e´ o per´ıodo de oscilac¸a˜o, δ e´ a func¸a˜o
delta de Dirac e f e´ a intensidade da forc¸a.
O potencial da haste e´ dado por V = −
∫
F (t)dx =
Fx = FLcos(θ). Fazendo algumas manipulac¸o˜es
alge´bricas encontramos
V = Iω20cos(θ)
∞∑
n=−∞
δ(t− nT ). (7)
onde ω20 = g/l e´ a frequeˆncia natural de oscilac¸a˜o da
haste e I = mL2 e´ o momento de ine´rcia de uma haste.
A energia cine´tica da haste e´ uma energia de rotac¸a˜o pura
e podemos expressar como
T =
1
2
Iω2 =
p2
2I
, (8)
8com ω = dθ
dt
a velocidade angular ou em termos do mo-
mento linear (p) [2, 5].
A Hamiltoniana do sistema e´ escrita pela soma da ener-
gia cine´tica com a energia potencial [10, 11], dada por
H(p, θ, t) =
p2
2I
+ Iω20cos(θ)
∞∑
n=−∞
δ(t− nT ). (9)
As equac¸o˜es de movimento sa˜o dadas pelas equac¸o˜es de
Hamilton
θ˙ =
dH
dp
=
p
I
(10)
p˙ = −
dH
dθ
= Iω20sen(θ)
∞∑
n=−∞
δ(t− nT ) (11)
O ponto sobre as varia´veis significa a derivada temporal
θ˙ = dθ
dt
.
Os pulsos de forc¸a ocorrem nos instantes t = nT , onde
n e´ o ene´simo impacto que ocorre a cada intervalo de
tempo T . Integrando a equac¸a˜o (11) durante o intervalo
de tempo entre impactos consecutivos
∫ (n+1)T
nT
p˙dt =
∫ (n+1)T
nT
dp
dt
dt
=
∫ (n+1)T
nT
Iω20sen(θ)
∞∑
n=−∞
δ(t− nT )dt (12)
Considerando um tempo infinitesimal, pode-se fazer a
aproximac¸a˜o sen(θ)
∑
∞
n=−∞ δ(t− nT ) = sen(θn), onde
θn e´ o valor da varia´vel angular do rotor no instante do
ene´simo impacto. Com isso a varia´vel θn na˜o depende do
tempo e a integral pode ser escrita como:
∫ (n+1)T
nT
dp = pn+1 − pn =
∫ (n+1)T
nT
Iω20sen(θ)dt
= Iω20sen(θn)T, (13)
onde T = tn+1 − tn e´ o per´ıodo de oscilac¸a˜o da forc¸a e
pn e´ o valor do mometo angular do rotor no instante do
ene´simo impacto. Com isso, temos
pn+1 = pn + Iω
2
0Tsen(θn). (14)
Para obtermos o valor da varia´vel angular discretizada
em cada impacto, integramos a equac¸a˜o (10) e obtemos
∫ (n+1)T
nT
θ˙dt =
∫ (n+1)T
nT
dθ
dt
dt (15)
=
∫ (n+1)T
(n)T
dθ =
∫ (n+1)T
nT
p(t)
I
dt. (16)
Resolvendo a integral para θ, temos
θn+1 − θn =
∫ (n+1)T
nT
pn+1
I
dt =
pn+1
I
T. (17)
Resultando em
θn+1 = θn +
T
I
pn+1. (18)
Escolhendo exatamente o per´ıodo T = I e fazendo uma
mudanc¸a de varia´veis K = (Iω)2, obtemos o mapa
padra˜o descrito atrave´s das equac¸o˜es discretizadas por:
pn+1 = pn +Ksen(θn) (19)
θn+1 = θn + pn+1 (20)
ou por
pn+1 = pn +Ksen(θn) mod 2pi (21)
θn+1 = θn + pn+1 mod 2pi (22)
Escolhemos novamente a letra K para mostrar exata-
mente como o mapa padra˜o e´ encontrado em livros e
artigos, mas na˜o deve-se confundir com a constante da
mola ou energia cine´tica. A constante K aqui e´ adimen-
sional sem ligac¸a˜o com as grandezas f´ısicas anteriores.
O mod 2pi faz com que as soluc¸o˜es fiquem dentro de
um espac¸o de fases modulado em 2pi e o retrato de fa-
ses aparece nos intervalos de 0 a` 1. Em diversos estu-
dos pode-se encontrar a posic¸a˜o angular θ expressa pela
varia´vel x. Neste caso temos as dimenso˜es como (x, p) e
as equac¸o˜es na forma
pn+1 = pn +Ksen(xn) (23)
xn+1 = xn + pn+1 (24)
As varia´veis sa˜o escritas com ı´ndices xn, pn para indi-
carem que o tempo utilizado na evoluc¸a˜o do sistema e´
discreto, de forma que n assume valores inteiros n =
1, 2, 3, · · · , j. Ja´ as varia´veis xn e pn assumem valores
reais, como x2 = 0, 34 e x5 = 0, 62, por exemplo.
B. Retrato de fase do Mapa Padra˜o
Modelando o Mapa Padra˜o em Fortran podemos es-
crever o seu retrato de fase, que e´ o armazenamento das
varia´veis x e p com o passar do nu´mero de impactos (ou
iterac¸o˜es das equac¸o˜es). Constroi-se um gra´fico com xn+1
e pn+1 para verificar como a dinaˆmica do sistema se com-
porta para cada valor do paraˆmetro K.
Inicia-se o co´digo com um nome na primeira linha e
na segunda linha utilizamos o comando que atribui valor
real a todas a`s varia´veis que comec¸am com as letras de a
ate´ h e de o ate´ z, com excec¸a˜o das letras i, j, k, l, m, n,
que eventualmente podem ser designadas como varia´veis
inteiras. Essa definic¸a˜o e´ apresentada na linha 6. A li-
nha 3 define que os valores de n e n1 podem chegar a
valores iguais a 20.000 e 20.001, por escolha arbitra´ria.
Na linha 4 e´ definido que as varia´veis p e q, reais, sera˜o
representadas por vetores de dimensa˜o iguais a` n1. Pode-
se determinar que os valores de n e n1 sejam iguais ao
tamanho do vetor a ser utilizado.
program mapapadrao
implicit real*8(a-h,o-z)
parameter(n=20000,n1=20001)
dimension p(n1),q(n1)
EXTERNAL RAN1
9integer i
open(1,"pmapa.dat")
pi = 4.d0*datan(1.d0)
a=0.18d0
do j=1,300
q(1)= (ran1(idum))
p(1)= (ran1(idum))+0.1d0
do i=1,15000
p(i+1)=p(i)+a*sin(2.d0*pi*q(i))
q(i+1)=q(i)+p(i+1)
p(i)=p(i+1)
q(i)=q(i+1)
if(i.gt.9000)then
if(p(i).gt.0.d0)then
if(q(i).gt.0.d0)then
write(1,*) mod(q(i),1),
$ mod(p(i),1)
endif
endif
endif
enddo
enddo
end
FUNCTION ran1(idum)
INTEGER idum,IA,IM,IQ,IR,NTAB,NDIV
REAL*8 ran1,AM,EPS,RNMX
PARAMETER (IA=16807,IM=2147483647,AM=1.d0/IM,
$ IQ=127773,IR=2836,
*NTAB=32,NDIV=1+(IM-1)/NTAB,EPS=1.2d-7,
$ RNMX=1.d0-EPS)
INTEGER j,k,iv(NTAB),iy
SAVE iv,iy
DATA iv /NTAB*0/, iy /0/
if (idum.le.0.or.iy.eq.0) then
idum=max(-idum,1)
do 11 j=NTAB+8,1,-1
k=idum/IQ
idum=IA*(idum-k*IQ)-IR*k
if (idum.lt.0) idum=idum+IM
if (j.le.NTAB) iv(j)=idum
11 continue
iy=iv(1)
endif
k=idum/IQ
idum=IA*(idum-k*IQ)-IR*k
if (idum.lt.0) idum=idum+IM
j=1+iy/NDIV
iy=iv(j)
iv(j)=idum
ran1=min(AM*iy,RNMX)
return
END
O comando EXTERNAL RAN1 traz para o co´digo
principar um co´digo subjacente, que realiza o ca´lculo ape-
nas em determinado local, quando solicitado, sem ocu-
par tempo de programac¸a˜o desnecessa´ria. Esse tipo de
sub-co´digo e´ chamado de “sub-rotina” (ou subroutine em
ingleˆs) e aparece na sequeˆncia do final do co´digo prin-
cipal. Neste caso, a sub-rotina e´ a RAN1 que e´ utili-
zada nas linhas 11 e 12 para gerar nu´meros aleato´rios a`s
varia´veis x1 e p1, definidas como q(1) e p(1) no co´digo
principal. Essa sub-rotina pode ser encontrada com me-
lhor descric¸a˜o na refereˆncia [12].
Na linha 8 esta´ o comando que fornece o valor nume´rico
de pi, como mencionado anteriormente. O paraˆmetro K,
presente na equac¸a˜o (23), e´ definido na linha 9, com a le-
tra a no co´digo por dois motivos, um por simplicidade ou-
tro para que ele seja usado como um nu´mero real, ja´ que
definimos inicialmente que a letra k seria uma varia´vel
inteira.
Depois de escolher aleato´riamente os valores de x1 e
p1 iniciamos a iterac¸a˜o do mapa atrave´s dos comando do
com a contagem de i = 1 ate´ i = 15.000. O programa in-
sere os primeiros valores de x e p nas equac¸o˜es (23) e (24)
obtendo os valores das varia´veis (x2 e p2) num tempo se-
guinte. Neste caso, o tempo e´ discreto, ou seja, i varia em
apenas uma unidade inteira (i = 1, 2, 3, · · · , 15.000). Os
dez primeiros valores do tempo discreto i e das varia´veis
reais x e p podem ser vistos na tabela (I). Pode-se notar
que a iterac¸a˜o do mapa nada mais e´ do que a utilizac¸a˜o
de duas func¸o˜es compostas, feito nas linhas de 13 a` 17.
Tabela I. Tabela de valores para xi e pi em func¸a˜o de i com
nove casas decimais.
i xi xi+1 pi pi+1
1 0,415999357 0,698617052 0,191964891 0,282617695
2 0,698617052 0,810534358 0,282617695 0,111917306
3 0,810534358 0,755315313 0,111917306 -0,055219045
4 0.755315313 0.520196642 -0.055219045 -0.235118671
5 0.520196642 0.262297363 -0.235118671 -0.257899279
6 0.262297363 0.18386104 -0.257899279 -0.0784363231
7 0.18386104 0.270104744 -0.0784363231 0.0862437042
8 0.270104744 0.534914208 0.0862437042 0.264809464
9 0.534914208 0.760552586 0.264809464 0.225638378
10 0.760552586 0.806586478 0.225638378 0.0460338913
O sistema fornece grande oscilac¸a˜o nos primeiros va-
lores obtidos, estabilizando depois de certo tempo para
valores de K onde o mapa e´ perio´dico. Essa oscilac¸a˜o
e´ chamada de Transiente e tenta-se elimina´-lo na˜o con-
siderando certos valores iniciais. Nesse co´digo desconsi-
deramos os valores de x e p para o tempo de i = 1 ate´
i = 9.000. Registramos os valores das varia´veis para tem-
pos de i = 9.001 ate´ i = 15.000. Isso pode ser visto na
linha 18, com a relac¸a˜o if, que se fecha na linha 25 com
endif. Nas linhas 19 e 20, tambe´m com if, selecionamos
apenas os valores de p e q positivos. Esse procedimento
e´ necessa´rio para na˜o aparecer o mesmo gra´fico replicado
da parte positiva na parte negativa. A reflexa˜o, da parte
positiva na parte negativa do retrato de fases e´ uma pro-
priedade do mapa padra˜o.
Nas linhas 21 e 22 escrevemos as varia´veis qi e
pi aplicando o mod(q,1) [13] para que seus valores
mantenham-se entre 0 e 1. Apo´s esse procedimento,
fecha-se o programa com os endif e enddo nas linhas
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Figura 8. Retrato de fase do mapa padra˜o (pn+1; xn+1) para
K = 0.
seguintes.
Deixando uma linha em branco para iniciar a sub-
rotina de nu´meros aleato´rios, que na˜o entraremos em de-
talhes aqui. Sugerimos ao leitor procurar a refereˆncia [12]
para maiores detalhes desse co´digo.
Figura 9. Retrato de fase do mapa padra˜o para K = 0, 1.
Nas figuras (8), (9), (10), (11) e (12) temos o resulta-
dos do programa do mapa padra˜o detalhado ate´ agora. A
figura (8) apresenta o retrato de fase [6, 8], pn+1 por xn+1
(n ou i no co´digo), para o Mapa Padra˜o com condic¸o˜es
iniciais (x1, p1) aleato´rias e paraˆmetro K sendo igual a
0. Para esse valor de K o sistema e´ integra´vel (comple-
tamente regular) [6, 8] e apresenta linhas horizontais. O
sistema na˜o apresenta caos e so´ pode haver valores iguais
de pn+1 para diferentes xn+1.
A figura (9) apresenta o retrato de fase para o Mapa
Padra˜o com K = 0, 1. Nesse valor de K o espac¸o de fases
e´ deformado. Note que o sistema na˜o e´ mais integra´vel,
mas misto, com comportamento regular e cao´tico coexis-
tindo no mesmo espac¸o de fases. A a´rea do regime cao´tico
Figura 10. Retrato de fase do mapa padra˜o para K = 0, 2.
Figura 11. Retrato de fase do mapa padra˜o para K = 0, 4.
Figura 12. Retrato de fase do mapa padra˜o para K = 0, 8.
ainda e´ pequena, mas pode ser vista entre xn+1 = 0, 0 e
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xn+1 = 0, 1, pn+1 = 0, 0 e pn+1 = 0, 05, na figura (9).
Verifica-se o aparecimento de linhas fechadas, geral-
mente chamadas de ilhas ou armadilhas dinaˆmicas. Estas
ilhas rodeiam pontos, que normalmente na˜o sa˜o vis´ıveis,
de equil´ıbrio esta´vel, chamados de pontos El´ıpticos [6–
8]. Quando se fornece para o mapa os valores (x1, p1)
do ponto de equil´ıbrio (x∗, p∗), o sistema retorna sempre
aos mesmos pontos nas iterac¸a˜o subsequeˆntes, ou seja, a
dinaˆmica cessa e entra em equil´ıbrio esta´tico com
xn+1 = xn = x
∗ e pn+1 = pn = p
∗ (25)
Na figura (10) pode-se ver uma grande mudanc¸a no
retrato de fase do mapa, quando o paraˆmetro K assume
o valor 0, 2. Com o aumento do paraˆmetro K percebe-
se que muitas linhas desaparecem e da˜o lugar a` pontos
aleato´rios, ou seja, o chamado mar cao´tico. O desapa-
recimento das linhas deve-se a quebra da integrabilidade
que e´ proporcionada pela gerac¸a˜o de frequeˆncias irraci-
onais de rotac¸o˜es em torno do toro que forma o espac¸o
de fases do sistema. A superf´ıcie desse toro e´ delimitada
pela energia do sistema, que nesse caso e´ constante por
se tratar de um sistema conservativo [5, 6, 8].
Diversos pontos el´ıpticos ainda aparecem na figura
(10), mostrando que dependendo das condic¸o˜es iniciais
o sistema pode ser regular ou cao´tico.
No entorno das ilhas, na regio˜a cao´tica, ainda pode ser
notado uma densidade maior de pontos. Esses pontos
representam o fenoˆmeno chamado de Stickiness e tornam
a dinaˆmica do sistema quase regular. Esse fenoˆmeno e´
bem descrito na refereˆncia [8, 10].
Com K = 0, 4, a figura (11) apresenta uma diminuic¸a˜o
acentuada das ilhas e dos pontos de equil´ıbrio. Visivel-
mente o retrato de fase apresenta oito pontos el´ıpticos e
a regia˜o cao´tica aumenta consideravelmente. Diz-se que
o comportamento do sistema tornou-se mais cao´tico.
A figura (12) apresenta o comportamento do mapa
para K = 0, 8. Pode-se ver que apenas duas regio˜es na˜o
sa˜o visitadas por pontos. Nestas regio˜es encontram-se
pontos de equil´ıbrio circundados por ilhas. O retrato
de fase esta´ quase totalmente tomado pelo caos. Se K
atinge o valor igual a 1 todas as ilhas desaparecem e o
sistema torna-se totalmente cao´tico ou ergo´dico (ver ref.
[7]), fazendo com que todas as ilhas desaparec¸am.
V. APRENDIZAGEM SIGNIFICATIVA
As teorias de aprendizagem evoluiram para um en-
tendimento de que o estudante deve fazer conexo˜es do
novo conhecimento com o que ja´ esta´ presente em sua
extrutura cognitiva (conhecimento pre´vio). Esse e´ o caso
da Aprendizagem Significativa apresentada por Ausubel
[14], e que vem sendo amplamente aplicada ao ensino de
f´ısica [15].
Aprendizagem Significativa e´ aquela em que um novo
conceito se associa com os outro conceitos pre´vio que o
estudante ja´ possui. Para isso, o estudante utiliza uma
ideia ba´sica, aˆncora, que e´ chamada de subsunc¸or. Em
outras palavras o subsunc¸or e´ um conhecimento espec´ıfico
pertencente a` estrutura cognitiva do estudante, que sera´
associado aos novos conceitos apresentados a` ele.
Uma aula que utiliza a programac¸a˜o em Fortran como
ferramenta para entender os conceitos da f´ısica e´ uma
aula que cria um ambiente de aprendizagem significa-
tiva. O ambiente de aprendizagem deixa o aluno estimu-
lado a` entender melhor os conceitos f´ısicos, a` conseguir
relaciona´-los com outro assunto, como o da programac¸a˜o,
e de aprender uma linguagem de programac¸a˜o. A pro-
gramac¸a˜o em Fortran ainda pode ser utilizada pelo es-
tudante para outras finalidades, como em matema´tica,
engenharia ou aprender com mais facilidade outra lin-
guagem de programac¸a˜o, como C++ ou Java.
O aprendizado significativo ocorre de maneira que o
estudante associa os conceitos da f´ısica aos conceitos da
programac¸a˜o e de seus resultados. Isso pode acontecer
por que o estudante precisara´ utilizar todo seu conheci-
mento pre´vio ou de f´ısica ou de programac¸a˜o, como base
de sustentac¸a˜o, para construir um co´digo que expresse o
fenoˆmeno f´ısico estudado.
Podemos citar o caso das energias cine´tica, potencial
e mecaˆnica no exemplo do sistema massa-mola. Com o
entendimento pre´vio do conceito de energia o estudante
constroi o co´digo em Fortran. Os subsunc¸ores sa˜o as
energias e o novo conceito e´ a lo´gica da programac¸a˜o. O
fato mais interessante nesse caso e´ do estudante poder ter
mais de um subsunc¸or para o mesmo aprendizado. Inici-
almente o subsunc¸or e´ o conceito f´ısico, da energia. Apo´s
a implementac¸a˜o do co´digo e de ter obtido os resultados,
tem-se uma nova interpretac¸a˜o dos gra´ficos atrave´s da as-
sociac¸a˜o feita entre este conceito e o co´digo constru´ıdo,
ou seja, na forma que este o estudante cronstru´ıu sua
ideia aplicada ao co´digo. Dessa forma, o novo subsunc¸or
e´ o co´digo, que sera´ associado a nova interpretac¸a˜o do
conceito de energia.
Neste caso, uma aprendizagem c´ıclica, que agrega co-
nhecimento f´ısico e de programac¸a˜o. Isso mostra como a
ferramenta da programac¸a˜o e´ importante para o enten-
dimento de forma significativa dos fenoˆmenos f´ısicos.
VI. CONCLUSA˜O
Nos dias de hoje a programac¸a˜o nume´rica e´ im-
prescind´ıvel para a F´ısica, Matema´tica, Engenharia e
ate´ a´reas menos cient´ıficas como o cinema. Neste as-
pecto, alunos dessas a´reas acadeˆmicas precisam de re-
fereˆncias bibliogra´ficas para iniciarem seus estudos em
programac¸a˜o. Neste trabalho apresentamos uma breve
introduc¸a˜o a` programac¸a˜o em Fortran 77, no intuito de
oferecer uma primeira abordagem dessa linguagem com
aplicac¸o˜es na F´ısica e Matema´tica.
O comportamento de algumas func¸o˜es trigonome´tricas,
como o seno, sa˜o apresentadas para o melhor entendi-
mento do conceito de func¸a˜o. Sa˜o apresentados co´digos,
no programa Fortran 77, de soma simples aplicados
a` mecaˆnica Newtoniana. Dessa forma, o estudante
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pode absorver mais facilmente os conceitos envolvidos na
F´ısica e na programac¸a˜o atrave´s da construc¸a˜o do co´digos
e visualizac¸a˜o gra´fica dos resultados. Deduzimos em de-
talhes a descric¸a˜o dinaˆmica de uma haste em rotac¸a˜o,
chamado de rotor pulsado, que recai num sistema ampla-
mente estudado em dinaˆmica na˜o-linear, o Mapa Padra˜o.
Atrave´s do retrato de fase desse mapa podendo visuali-
zar o comportamento dinaˆmico que o sistema apresenta
com a variac¸a˜o de um paraˆmetro de na˜o-linearidade. A
dinaˆmica varia de integra´vel para misto e, finalmente,
totalmente cao´tico.
Uma breve discussa˜o sobre a aprendizagem significa-
tiva foi apresentada com aplicac¸a˜o pra´tica nos exemplos
constru´ıdos ao longo do trabalho. Pode-se inferir que
apresentar a linguagem de programac¸a˜o em Fortran 77
para os estudantes em sala de aula, no intuito de melho-
rar o entendimento da f´ısica, pode propiciar um ambiente
de aprendizagem mais significativo.
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